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RESUMO:

O ensino de Matematica vive hoje um paradoxo. Ao mesmo tempo em que a
sociedade pleiteia e justifica a sua presenca de uma forma marcante nos curriculos
escolares, reivindicacdo esta, amparada na crenca de que é uma cadeira do
conhecimento fundamental para o progresso da Ciéncia e Tecnologia, percebe-se
gue a maioria dos conteudos ensinados é considerada desinteressante e inutil, ndo

Y

estando vinculado diretamente a realidade. Em contrapartida, esse estudo vem
discutir e apresentar a importancia do conhecimento matematico, em especial dos
itens relacionados a geometria.

PALAVRAS-CHAVE: Matematica; Ensino; Elementos geométricos.

1. INTRODUCAO

Quando se fala em Geometria, em geral é pensado naquela que se estuda
na Educagéo Basica, com seu feto, estabelecida inicialmente na Grécia, e divulgada
através de uma obra de Euclides chamada “Os Elementos”. A respeito de
conhecimento, até 300 a.C., Atenas figurava como maior Polo Cultural da
Antiguidade, mas essa prioridade veio a passar para uma cidade africana, localizada
no Egito e chamada de Alexandria que abrigou a maior biblioteca daquela época. Ela
chegou a ter em seu acervo mais de 600000 rolos de papiro, uma verdadeira
papiroteca.

Essa Geometria florescida nessa era de Ouro da Antiga Grécia é chamada
Euclidiana e é a estudada na Educacao Basica (ensinos fundamental e médio) e
usada para visualizar o espaco fisico. Ela consiste de afirmacdes, ditos teoremas ou
corolarios, que sdo demonstrados através de deducdes légicas a partir de outras
afirmacdes, os axiomas ou postulados. Euclides usou cinco desses postulados como

alicerces para erguer sua Geometria. No entanto, existem Geometrias alternativas a
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esta, denominadas Geometrias ndo Euclidianas que sdo, por natureza, muito mais
complexas e abrangentes que a primeira.

Mas como tais tipos de Geometria foram tomando forma, se apresentando e
reclamando seus respectivos lugares entre as diversas cadeiras do conhecimento
humano? A andlise do desenvolvimento destas Geometrias ao longo do eixo da
histéria serve para demonstrar de forma concisa e inquestionavel como uma simples
definicdo serviu de agente catalisador, interrogando e levando uma legido de
matematicos a expandir as fronteiras do conhecimento humano num lento processo
gue se estabeleceu por aproximadamente dois milénios. Esta descoberta poderia ter
acontecido séculos antes caso ndo existissem os preconceitos de que a Geometria
Euclidiana era a Unica possivel e que era a Geometria do Universo. Um preconceito
tdo forte que provavelmente tenha impedido Gauss de publicar os proprios achados
sobre o0 assunto. Assim, a descoberta dessas Novas Geometrias representa uma
vitGria contra uma concepcao euclidiana do mundo.

Esse trabalho busca demonstrar, através de varias vertentes, que o estudo
dos conceitos mateméaticos, em particular os geométricos, constitui parte importante
no processo de desenvolvimento cognitivo do ser humano. Isso ocorre porque
faculta ao aluno desenvolver um tipo especial de pensamento que lhe permite

compreender, descrever e representar de forma organizada, o mundo em que vive.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

A génese das Geometrias que serdo abordadas nesse trabalho nos leva ao
passado, mais precisamente na Grécia Antiga, onde no Século Il a.C. com a
anexacao deste Pais ao Império Macedénio, parte dos intelectuais gregos rumaram
para Alexandria com o objetivo de se juntar aos quadros da Universidade que
acabara de ser construida nesta metrépole e que abrigava a famosa biblioteca de
Alexandria, a maior do mundo, ja citada anteriormente.

Apesar do passado nebuloso e distante, um dos sébios gregos que
atenderam ao chamado de Ptolomeu, entdo governante do Egito Antigo foi Euclides,
provavelmente oriundo de Atenas e a cujo encargo ficou o Departamento de
Matematica da nova Universidade. Homem de rica bagagem cultural, Euclides ficou
imortalizado pela sua producao literaria no campo da Matematica, em especial, pela
obra Os Elementos que se tornou, sem duvida, o vértice de todo o conhecimento

matematico durante milénios.
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Essa obra € composta de por treze livros abrangendo 465 proposi¢cdes, 0s
seis primeiros livros apresentam a Geometria Plana, o primeiro deles comeca com
23 definicbes, seguidas de 5 postulados e mais 5 no¢bes comuns que
essencialmente estabelecem a existéncia de objetos matematicos, e vao ditando as
regras do jogo. Apesar de ndo haver um Unico manuscrito original, sua relevancia
cultural transcendeu os obstaculos do tempo. Nela, Euclides aborda questdes
introdutérias da Matematica em sua generalidade e ndo apenas da Geometria. Esse
compilado em forma de linguagem discursiva e estruturada dos conhecimentos
concensuais até entdo estabelecidos, tiveram a seguinte organizacao:

* Livro | — Construcdes Elementares, Teoremas de Congruéncia, Area de
Poligonos, Teorema de Pitagoras;

* Livro Il — Algebra Geométrica;

* Livro Il — Geometria do Circulo;

* Livro IV — Construcdes de Certos Poligonos Regulares;

* Livro V — Teoria das Proporc¢des de Eudoxo;

* Livro VI — Figuras Semelhantes;

* Livros VII, VIl e IX — Teoria dos Numeros;

* Livro X — Classificacdo de Certos Numeros Irracionais;

* Livro XI — Geometria no Espaco, Volumes Simples;

* Livro XIl — Areas e Volumes Determinados pelo Método de “Exaustdo” de
Eudoxo;

* Livro XIII — Construcéo dos Cinco Solidos Regulares.

O éxito dos Elementos se deve a sua forma de apresentacdo de raciocinio
encadeado, inaugurando o método postulacional ou axiomatico, inter-relacionando
todo o contetdo teorico abordado. Apesar de ndo ser perfeito em toda a sua
esséncia o episodio de elaboracédo do método serve para dar mostras da genialidade
e pioneirismo do raciocinio de Euclides que, num universo onde o conhecimento ndo
era conexo, tratou de redimensionar a forma de se pensar de toda uma civilizagao.

Sabendo que deveria haver um ponto de partida em seu método dedutivo,
Euclides admite afirmacdes tidas como verdades absolutas o que nao gera a
necessidade de provas, ou seja, 0os chamados axiomas ou postulados e a partir dos

guais todas as afirmacdes posteriores viriam a ser provadas.
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Qualquer teoria que siga o modelo axiomatico sera tanto mais elegante
guanto menor for o seu niumero de axiomas e estes devem ser escolhidos com a
preocupacgao de que sejam consistentes, suficientes e independentes.

Pode-se afirmar que um rol de axiomas € consistente se ndo conduzir a
teoremas conflitantes, ou seja, um teorema e a sua negacao. Exemplificando: uma
teoria que demonstre a infinitude dos numeros reais e, por outro lado, conduza a sua
negacéao, nao é consistente.

Um conjunto de axiomas € suficiente ou completo quando a teoria pode ser
desenvolvida sem a necessidade de outros axiomas.

Os axiomas dizem-se independentes quando nenhum deles pode ser
demonstrado a partir dos demais. Quando se verifica que um dos axiomas pode ser
demonstrado a partir dos outros, tal axioma passa a ser um dos teoremas da teoria
e, com isto, o conjunto de axiomas torna-se menor, o que é sempre louvavel.

A Geometria de Euclides foi a primeira teoria dentro da Matematica a ser
axiomatizada, por isso, muitas “pessoas” pensavam que apenas a Geometria possui
teoremas. Desconhecem os famosos teoremas fundamentais do Célculo, da
Aritmética e da Algebra, entre outros.

O método axiomatico esta completamente enraizado na forma de se propor
Matematica atualmente, inclusive no ensino médio das escolas brasileiras, o que,
apesar de nem sempre ser feito, constitui uma das observacdes fundamentais dos
Parametros Curriculares Nacionais, em conformidade com as doutrinas do Ministério
da Educacéo.

Por exemplo, a veracidade de algo em Matematica, vem interligada a uma
combinacdo de deducbes logicas, dai, para se provar algum resultado teérico, €
imprescindivel uma sequéncia logica de outras proposicdes ja provadas
anteriormente. Esse processo de provar em Matematica se tornaria uma tarefa
demasiadamente trabalhosa e praticamente impossivel de tanto que se teria que
ficar voltando indefinidamente, isso € rompido quando se toma um determinado
ponto de partida.

Esse ponto de partida, contém uma certa quantidade de afirmacoes,
chamadas de postulados ou axiomas, que sao as afirmagdes que devem ser aceitas
como verdadeiras donde néo se faz necessario prova-las. Quando um determinado

campo é sustentado por essas verdades, de preferéncia poucas delas, com uma
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certa simplicidade e bem evidentes, se diz que ele estd apresentado de forma
axiomatica. Esse é o caso, por exemplo, da Geometria Euclidiana ou Classica.

Entdo, € aqui que tudo tem inicio, pois no Livro I, de Os Elementos,
conforme supracitado, este apresenta uma lista de 23 definicbes sem qualquer
comentario, sendo as dez primeiras divididas em nocbes comuns (comuns a todas
as cadeiras do conhecimento) e os postulados (inerentes a uma area especifica do
saber):

Noc¢cdes Comuns:

e Coisas iguais a uma terceira sao iguais, ente si;

e Se quantidades iguais sdo adicionadas a iguais, 0s totais sdo iguais;

e Se guantidades iguais sdo subtraidas de iguais, 0s restos sdo iguais;

e Coisas que coincidem uma com outra séo iguais;

e O todo € maior que qualquer de suas partes.

Postulados:

e Pode-se tracar uma reta por quaisquer dois pontos;

e Pode-se continuar uma reta infinitamente;

e Pode-se descrever uma circunferéncia com qualquer centro e qualquer

raio;

e Todos os angulos retos sao iguais.

Se uma reta corta duas outras retas formando angulos colaterais internos
cuja soma € menor que a soma de dois angulos retos, entdo essas duas retas, se
continuadas infinitamente, encontram-se no lado no qual estdo os angulos cuja soma
€ menor do que a soma desses dois angulos retos.

E publico e notdrio a diferenca entre o quinto postulado e os demais. Este
postulado foi o ponto de partida para todo o calvario que envolveu numerosos
matematicos, a maioria deles com o objetivo de provar que este postulado era na
verdade um teorema, podendo entdo ser demonstrado a partir dos demais.

O que mais chama a atencdo no quinto postulado diz respeito a sua
formulacdo, uma vez que um postulado deveria ser enunciado de forma breve e
simples, o0 que ndo é o caso. A sua veracidade jamais foi questionada, pelo menos
até meados do século XIX. Provavelmente, isto pode ser explicado pelo fato de que
duas retas acabariam por se encontrar, num ponto teodrico, ndo havendo

necessidade de ser construido, uma vez que sua existéncia estaria garantida
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racionalmente. O que preocupava Euclides, ndo era, portanto, sua veracidade, mas
sua praticidade.

O préprio Euclides pelo que parece, evitou ao maximo utilizad-lo em suas
demonstracdes, s6 o fazendo muito depois, na proposi¢cao de namero 29 que diz:
“Quando uma reta corta duas retas paralelas, ou seja, duas retas que nado possuem
pontos em comum, formam-se angulos correspondentes iguais.” No entanto, muitos
estudiosos afirmam que ele poderia ter aplicado o quinto postulado ja na proposicao
17 que diz: “Em qualquer tridngulo a soma de quaisquer dois angulos € menor que
dois angulos retos”.

A comunidade de matematicos adotou entdo, dois caminhos alternativos ao
guinto postulado também chamado de postulado das paralelas:

e Substitui-lo por outro mais auto-evidente, ou;

e Demonstra-lo com os outros nove, mostrando com isso, ndo ser ele,

independente.

Esta segunda alternativa se divide em duas:

12 — Demonstrar o teorema a partir dos outros axiomas (método direto de
prova);

22 — Admitir o quinto postulado como um absurdo, ou seja, falso, tentando
chegar a alguma contradicdo (método indireto).

Em relacdo ao primeiro caminho ha uma variedade de opg¢bes, como, por
exemplo, a alternativa dada por John Playfair (1748 — 1819) que foi um matemético e
gedlogo escocés, lecionava Matematica na faculdade de Edimburgo, essa
formulacdo se tornou a mais comum nos livros de Geometria: “Por um ponto fora de
uma reta dada ndo ha mais que uma paralela a esta reta”.

A seguir outros postulados equivalentes ao quinto postulado de Euclides:

e Postulado A: a soma dos angulos internos de um triangulo € sempre igual

a soma de dois angulos retos;

e Postulado B: existe um par de triangulos semelhantes e ndo congruentes;

e Postulado C: existe um par de retas equidistantes;

e Postulado D: se trés dos quatro angulos internos de um quadrilatero sao

retos, entdo o quarto angulo interno também € um angulo reto.

O axioma das paralelas ndo era tdo simples quanto os outros postulados

gue nunca geraram questdes filosoficas, sendo essencialmente auto-evidentes e em
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geral ndo remetendo o pensamento a ideia de infinito. Assim, havia um problema no
sistema de Euclides: suas “evidéncias” ndo eram tao evidentes. Para muitos, o
quinto postulado, tratava-se, muito provavelmente, ndo de um verdadeiro postulado,
mas sim de um teorema, e como tal deveria ser demonstrado dentro da propria
Geometria, utilizando-se apenas dos quatro primeiros postulados e o conjunto de
definicbes fixado. Nesta tarefa, a de provar o quinto postulado de Euclides,
envolveu-se uma gquantidade numerosa de matematicos durante mais de dois mil
anos.

Existem tentativas de provas de todos os tipos, desde as mais simples que
foram facilmente refutadas, até as mais elaboradas que, no inicio do século XIX,
apareceram na Europa e necessitaram de um olhar atento e rigoroso para serem
desqualificadas como verdadeiras demonstracdes do quinto postulado de Euclides.
Mas todas, das mais ingénuas as mais sofisticadas, continham sempre um raciocinio
ciclico que escondia, dentro da argumentacdo logica de sua demonstracdo, as
verdades do proprio quinto postulado que se queria provar.

A suposta verdade sobre a existéncia de uma uUnica paralela estava tao
inserida no pensamento cientifico que era facil usa-la sem se dar conta. S&o tantos
os resultados obtidos como consequéncia direta da unicidade das paralelas, que até
entdo eram inquestionaveis, como a simples existéncia de retangulos ou o fato de a
soma das medidas dos angulos internos de um triangulo ser dada pela soma de dois
angulos retos. Tais fatos eram usados, sem que se percebesse a dependéncia que
tinham em relacdo ao quinto postulado, nas pretensas provas que acabavam sempre

se tornando circulos viciosos de redundancia légica.

3. METODOLOGIA

Este estudo se baseou em uma pesquisa bibliografica para discutir assuntos
relacionados ao ensino e aprendizagem de conhecimentos matematicos, em
especial ao conteudo relacionado & geometria.

Para Gil (2002, p. 44), pesquisa bibliografica ..."é desenvolvida com base em
material ja elaborado, constituido principalmente de livros e artigos cientificos".

De posse das informagbes coletadas no acervo bibliografico referenciado
neste trabalho, uma discusséo foi elaborada a fim de esclarecer a importancia do

estudo da geometria e tentar aproxima-la da realidade, visto que algumas pessoas
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guando a estudam na educacao basica a vé como uma vila e talvez até, como uma

parte menos interessante da matematica.

4. RESULTADOS E DISCUSSOES

A ndo existéncia de uma prova do quinto postulado levou, assim, a
consideracdo de que este axioma ndao € uma consequéncia logica dos quatro
anteriores. Substituindo-o, criam-se Novas Geometrias, tdo boas e consistentes
como a de Euclides. Os matematicos Janos BOLYAI (1802-1860), Nikolai lvanovich
LOBACHEVSKY (1792-1856), Carl Friedrich GAUSS (1777-1855) e Georg Friedrich
RIEMANN (1826-1866) lancaram as bases dessas Geometrias que séo logicamente
aceitas assim como a euclidiana. Por volta de 1820 ja se conheciam os principais
teoremas das Geometrias ndo Euclidianas, nome dado por Gauss. Muito embora
Gauss nao tenha publicado as suas conclusbes e, em 1829 Lobachevsky e, em
1832 Bolyai publicaram seus trabalhos independentes um do outro sobre o assunto.
A razao pela qual Gauss manteve em segredo suas descobertas, foi o fato de que a
filosofia de Immanuel Kant (1724 — 1804) dominava a Alemanha da época e seus
dogmas eram que as ideias da Geometria Euclidiana eram as Unicas possiveis.
Gauss sabia que essa ideia ndo era intocavel, mas para ndo entrar em conflito com
os filésofos da época resolveu manter-se em siléncio. Em 1829 ele escreveu o
seguinte para um matematico alemdo chamado Friedrich Wilhelm Bessel (1784 —
1846): “Nao irei dedicar muitos de meus esforcos para escrever algo publicavel
sobre esse assunto (Fundamentos da Geometria), pois tenho horror aos gritos
histéricos que ouviriamos dos bedcios se eu tornasse claro meus pensamentos
sobre o assunto.”

Kant foi um fildsofo prussiano considerado por muitos como o ultimo grande
fildsofo dos principios da era moderna. Depois de um longo periodo como professor
secundario de geografia, comecou em 1755 a carreira universitaria ensinando
Ciéncias Naturais. Em 1770 foi nomeado professor catedratico da Universidade de
Kdnigsberg, cidade da qual nunca saiu, levando uma vida monotonamente pontual e
s6 dedicada aos estudos filosoficos. Realizou numerosos trabalhos sobre Ciéncia,
Fisica, Matemaética, etc.

Agora Bessel foi um matematico e astrbnomo alemdo. Sistematizou as
funcBes de Bessel que foram descobertas por Daniel Bernoulli, este Gltimo membro

da familia Bernouilli, da Suica, eles ocuparam um lugar impar na Histéria da
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Matematica. As funcdes de Bessel, a desigualdade de Bessel, os polindbmios de
Bessel, os filtros de Bessel, a transformada de Bessel, a cratera de Bessel e o
asteroide 1552 Bessel foram baptizados em sua honra.

Varios matematicos passaram a trabalhar num estudo mais rigoroso da
Geometria de Euclides, e a obra mais conhecida é “Fundamentos da Geometria”
(1889) do matematico alemao David Hilbert. O sistema axiomatico de Hilbert fixou
os fundamentos da Geometria Plana e seus axiomas estdo divididos em cinco
grupos: incidéncia, ordem, congruéncia, continuidade e paralelismo. Neste sistema
o terceiro postulado de Euclides, tornou-se uma definicdo e o quarto postulado um
teorema.

Sobre Hilbert (1862 1943), pode-se dizer que foi um notavel matematico e os
topicos de suas pesquisas sao fundamentais em diversos ramos da Matematica,
certamente esté entre 0s maiores matematicos do século XX.

A Geometria Neutra ou Geometria Absoluta € uma Geometria que omite o
postulado das paralelas, isto €, admite todos os axiomas de Hilbert, exceto o de
paralelismo. Com os axiomas da Geometria Neutra e negando a unicidade das
paralelas do quinto postulado, surgem novas Geometrias.

Aos matematicos interessados em demonstrar o axioma das paralelas via
método do absurdo restavam duas opg¢oes:

[) Supor que para qualquer ponto fora de uma reta dada é possivel passar
pelo menos duas retas paralelas a esta;

[I) Supor que nao seja possivel obter nenhuma paralela a reta dada.

Ao desconsiderar o axioma das paralelas utilizando o raciocinio acima, muitos
matematicos comecaram a observar a viabilidade de novos modelos de Geometria
em que se o caminho seguido fosse o primeiro, teriamos a chamada Geometria
Hiperbdlica também denominada Geometria de Lobachevsky em homenagem a
Nicolai Lobachevsky um dos que ajudaram a cria-la e, caso o caminho seguido fosse
0 segundo, teriamos a chamada Geometria Eliptica, também chamada de Geometria
Riemanniana em homenagem a Georg Riemann seu criador.

Partindo de um ponto, que apesar de ser fundamental ndo sera esmiucado
neste trabalho, é possivel sintetizar, sem antes mesmo do aprofundamento nos dois
tipos principais de Geometrias ndo Euclidianas que estdo intimamente ligadas ao
conceito de curvatura de sua superficie particular. Entdo, de acordo com a natureza

de sua curvatura especifica ha uma forma de se classificar um modelo geométrico a
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partir de tal parametro. Assim, a Geometria Euclidiana possui curvatura nula, a
Geometria Hiperbdlica, possui curvatura negativa e a Geometria Eliptica apresentara

curvatura positiva, como podem ser vistas na ilustracéo abaixo.

5. CONSIDERACOES FINAIS

O estudo das Geometrias Nao-Euclidianas, qualquer que seja ela, seja na
educacéo basica ou no ensino superior é tdo polémico quanto o Quinto Postulado de
Euclides, fato gerador de todo esse contencioso.

A despeito da corrente que engloba muitos pensadores e estudiosos rechacar
0 papel técnico e mecanicista da Matemética, a verdade é que seu carater cognitivo,
indispensavel ao progresso da humanidade, sobrepde todas as criticas a sua
aplicabilidade.

Esperamos com essa breve explanacao sobre o tema ter alcangado o objetivo
de tocar num assunto ja corriqueiro para a comunidade académica, mas ainda
completamente desconhecido e intocado para aqueles que, um dia, estudaram
Matematica em especial a Geometria na educacéao basica.

Hoje a maior parte dos livros didaticos vem com o contetdo de Algebra e
Geometria adjacentes distribuidos em alguns capitulos dos livros, fato que nao
ocorrera no passado, eles iniciavam pela Algebra e transcorriam toda aquela matéria
e depois seguiam com os conteudos de Geometria a partir dali até o fim do livro.
Assim muitos alunos terminavam o ensino fundamental sem muitas vezes ter visto
conceitos geométricos algum, e isso se arrastava no ensino médio, com essas
distribuicbes de conteddos nos livros da educacdo basica ja se minimizou
consideravelmente esses fatos.

Mas ainda assim, varios professores empurram enquanto podem o contetdo
de Geometria para o fim do ano, quando este deve ser dado junto da matéria
Matematica, algumas secretarias de educacao tém as matérias de Matematica e
Geometria separadas em suas grades, 0 que ajuda sobremaneira a vencer esses

empecilhos.
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